I ndukcid ésrekurziv definicid

Célunk annak megmutatasa, hogy a természetes szamokrol alkotott ismereteink meglepen kevés,
mindossze Ot alapvet és igaznak elfogadott szabalybdl, u.n. axidmabdl levezethetk. Munkank
kezdetén tehat csak az axiomakat ismerjiik. Majd ezekbl kiindulva logikai kdvetkeztetések
felhasznalasaval ujabb és 0ijabb allitasokat bizonyitunk gazdagitva ezzel ismereteink tarat. Az
axiomatikus targyalds megértése sokszor faradsagos, am ismerete nem nélkiilozhet a legfontosabb

| bizonyitasi modszerek elsajatitdsdhoz, a helyes matematikai gondolkodés kialakitasahoz.

¥V A ter mészetes szamok Peano axiomai

1. Axiéma
Az 1 természetes szam.

2. Axioma
Minden n természetes szamhoz 1étezik egy egyértelmen meghatarozott n¢ természetes szam,
melyet az n rakovetkezdjének neveziink.

3. Axibma
A 1 egyetlen természetes szamnak sem rakovetkezdje.

4. Axioma
Ha két természetes szam rakovetkezje megegyezik, akkor a két szam is egyenl, vagyis
ha m¢ =n¢, akkor n =m.

5. Axioma
Legyen S természetes szamokbol allo halmaz. Ha
a)l €8 és
b) abbdl, hogy n € S, kovetkezik, hogy ng € S,
akkor S a természetes szamok halmaza.

Jelolés

A természetes szamok halmazat N-nel jeldljiik.

Mit mondhatunk el a természetes szamok halmazarol a Peano axidomak birtokaban? Elszor is azt,
hogy az N halmaz nem {ires. Ezt az els axidma biztositja, hiszen azt allitja, hogy 1€N. A
masodik axidma szerint minden természetes szdmnak, igy az 1-nek is van rakdvetkezje és ez is
termeszetes szam. Tehat 1p EN. Ugyanezt megismetelve kapjuk, hogy az 1¢ rakovetkezoje,
vagyis (1¢)d is természetes szam, vagyis (1¢p)dEN. Az eljarast folytatva kapjuk a kovetkezo
természetes szamokat:

L, 19, (19)9, (19)d)d, (10)0)9)9; ...

A harmadik axiéma szerint a sorozat balra nem folytathatd, mert nincs olyan természetes szam,
aminek a rakovetkezje 1.

A negyedik axiéma pedig (a harmadikkal egyiitt) azt biztositja, hogy a sorozat elemei mind
kiilonbozk. Valoban a példa kedvéért tegytik fel, hogy

(1O)o=((19)9)p)9.

Ekkor a negyedik axioma szerint 16=((1¢)d)d, amibol a negyedik axioma ismetelt alkalmazasaval
kapjuk, hogy 1=(1¢)¢. Ez pedig azt jelenti, hogy 1 rakévetkezoje az 1¢ termeszetes szamnak, ami
a harmadik axidma szerint lehetetlen, hiszen a harmadik axioma éppen azt allitja, hogy az 1
egyetlen termeészetes szamnak sem rakévetkezoje. Tehat az a felteves, hogy (1)d=((1$)d)d)d



ellentmodasra vezetett, tehat sziikségképpen hamis. Hasonlé gondolatmenet vezet el annak
belatasahoz, hogy akarmelyik két tagjat veszem a sorozatnak, azok nem lehetnek egyenlk.

Osszefoglalva az eddigieket azt mondhatjuk, hogy ha vessziik az 1 természetes szamot, majd a
rakovetkezjét, majd annak a rakovetkezjét, €s igy tovabb, akkor természetes szdmoknak egy
sorozatat kapjuk. Ennek a sorozatnak els eleme 1, tovabba a sorozat minden elemére teljesiil,
hogy sorozat tle jobbra es eleme az rakovetkezje. Kérdés, hogy megkaptuk-e ezzel az
eljarassal az 6sszes természetes szamot? A valasz igen, ugyanis érvényes a kovetkez.

16.1.1. Tétel
N={1,1¢, (16)9, ((10)9)9....}

Bizonyitas
Jeloljiik S-sel a természetes szdmok alabbi részhalmazat

S={1,10, (10)¢, ((10)0)9....}

Ekkor 1 €S, tehat az 6todik axioma a) feltétele teljesiil. Ugyanakkor az 6todik axioma b) feltétele
is teljesiil. Ugyanis ha valasztunk S-bl egy tetszleges n elemet, akkor n¢o is eleme lesz S-nek,
hiszen az S elemeit éppen ugy allitottuk el, hogy sorra vettiik az 1 rakovetkezjét, majd annak a
rakovetkezjét és igy tovabb. Tehat megallapithatjuk, hogy az S minden elemével egyiitt annak
rakovetkezje is eleme S-nek. Ezzel belattuk, hogy az S halmazra 6tddik axidoma mindkét feltétele

crer

_S=IN.

¥V A természetes szamok rendezése

Latjuk tehat, hogy az 6sszes természetes szamot megkapjuk, ha vessziik az 1-et, majd az 1
rakovetkezjét, majd annak a rakdvetkezsét, €s igy tovabb. Masszoval az

L, 19, (19)9, (19)9)9, ...

felsorolassal megkapjuk az dsszes természetes szamot. Ha ezt a felsorolast gondolatban "nagysag
szerint noveked" felsorolasnak tekintjiik,

1<16 < (19)¢ < ((10)9)¢..

akkor eljutunk a természetes szdmok rendezésének fogalmahoz.

V¥ 6.2.1. Definicio
Tekintsiik aza, b € N természetes szamokat. Azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b, ha
b € { a0, (ad)0,... }. Azt a tényt, hogy a kisebb, mint b, aza < b jelsorozattal jeldljiik.

Szemléletesen tehat azt mondhatjuk, hogy aza < b relaci6 akkor és csak akkor teljesiil, ha b a
természetes szamok felsorolasaban a-t6l jobbra esik. Ez alapjan kdnnyen belathaté a <
relacio két tulajdonsaga.

I.Haa < bésbh < c, akkora < c (tranzitiv tulajonsag).

2.Aza=b,a < bésab < a feltételek koziil pontosan az egyik teljesiil (trichotém
tulajdonsag).

Valoban, ha b a-t6] jobbra esik, ¢ pedig b-tl jobbra, akkor vilagos, hogy c a-t6l (méginkabb)

1



jobbra esik. Tovabba, ha a természetes szamok felsorolasabol taldlomra kivalasztjuk a-t és b-t,
akkor vagy két egyforma elemet valasztottuk, ha pedig nem, akkor vagy b esik a-t6l jobbra
_ vagy forditva.

¥V 6.2.2 Definicio

Tekintsiik aza, b € N természetes szamokat. Azt mondjuk, hogy a kisebb vagy egyenl,
mint b, ha

a <b vagy a=b.
| Eztatényta < b-vel jeloljiik.

V 6.2.3 Téte
Minden a, b, ¢ € N-re

1. a < a (reflexiv tulajdonsag).
2.Haa < b ésb < a akkor a = b (antiszimmetrikus tulajdonsag)
3.Haa < bésb < ¢, akkor a < c (tranzitiv tulajdonsag).

4. Aza < bésbh < akoziil legalabb az egyik teljestil.

Bizonyitas

Az 1. allitds a < definicigja alapjan nyilvanvald. Az antiszimmetria bizonyitasahoz tegyiik fel,
hogy a < b ésbhb < a. Az els relacio azt jelenti, hogy a < b vagy a =b, mig a masodik azt, hogy
b <avagya=b. Ama < relacié trichotom, igya < b és b < a egyidejleg nem teljesiilhet.
Igy sziikségképpen a =b.

A < tranzitivitdsa a < tranzitivitdsanak kozvetlen kovetkezménye.

Végiil lassuk a 4. allitas bizonyitasat! Mivel < trichotom,a =b, a < b ésb < a koziil pontosan
egy teljesiil. Ha ez a =b, akkora < b és b < a koziil mindkett teljesiil. Haa < b, akkora < b,
mig hab < a, akkor b < a teljesiil. Ezzel belatuk, hogy a < b ésb < a koziil legalabb az egyik
teljestl.

A most bizonyitott tételben szerepl négy tulajdonsaggal rendelkez relaciot rendezési
relacionak, vagy roviden rendezésnek nevezziik. Azt mondhatjuk, tehat, hogy amit eddig tettiink,
__ az nem mas, mint hogy bevezettiik a természetes szamok egy rendezését.

V¥ A teljesindukcid tétele

A teljes indukcio6 tétele egy nagyon gyakran hasznalt bizonyitasi modszert ad olyan allitdsok
bizonyitasara, amelyekben azt allitjuk, hogy valamely tulajdonsag minden természetes szamra
teljestl.

6.3.1. Tétel (Teljesindukcio tétele)

Legyen T'(n) egy tulajdonsag, ami az n természetes szamtdl fiigg. Ekkor,
ha




1) T(1) teljesiil, tovabba

2) abbol, hogy T'(n) teljesiil, kovetkezik, hogy T'(n + 1) is teljesiil,
akkor T'(n) mindenn természetes szamra teljesiil.
A tétel megfogalmazasaban szerepl formalizmus nem konnyen érthet. Ezért vegyiink egy
példat. Legyen T'(n) az a tulajdonsag, hogy "n paros szam". Ekkor 7'(2) azt fejezi ki, hogy "2
paros szam". Mivel 2 valdban péros, ezért azt mondjuk, hogy a 7 tulajdonsag a 2 természetes

szamra teljesiil. Még rovidebben pedig azt, hogy 7'(2) teljesiil. Ezzel szemben példaul 7'(3)
nem teljesiil, hiszen 7°(3) azt fejezi ki, hogy "3 paros szam", ez pedig nem igaz.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy a 7'(n) tulajdonsagra a tétel feltételei teljesiilnek és legyen
S={n|T(n) teljesil }.

Megmutatjuk, hogy az S halmazra teljesiilnek az 6todik Peano axiéma feltételei. Valoban 1 €S,
hiszen T teljesiil 1-re. Mésrészt legyen n €S tetszleges. Ha T teljesiil n-re, abbol a tétel 2) feltétele
szerint az kovetkezik, hogy T'teljesiil (n + 1)-re is. Am ekkor (n + 1) € S. Ezzel belattuk, hogy
az 0todik Peano axidma masodik feltétele is teljesiil. Ekkor viszont az axidma konkluzidja szerint
S'=N, ami pedig pontosan azt jelenti, hogy T az dsszes természetes szamra teljesiil.

A tétel alkalmazasahoz vezessiik be a kovetkez jelolést! Az a,, a,, ..., a, szamokbol kepzett

a, + a, + ...+ a, 6sszeget jeloljiik a

3

jelsorozattal, €s ezt igy olvassuk: "szumma i megy egytl n-iga,” . Tehat példaul a Zai formula
i=1

ugy fejtend ki, hogy az i valtozonak eloszor az 1 erteket adjuk €s ezzel kepezik . jel alatti

kifejezést. Esetiinkben a -et kapunk. Ezutdn eggyel megndveljiik az i valtozo értekét, vagyis

vessziik az i =2 érteket, €s ezzel képezzik a ). jel alatti kifejezést. Most a, -t kapunk. Harmadik
1épésben a, -t kapunk, €s ezzel el is €rjiik az i utolso ertéket (=3), ami a Y’ jel f6l6tt olvashato.
Végiil a kapott szamokat 6sszadjuk és megkapjuk a kivant harom tagl 6sszeget:
3

Zal;al +a,+a;.

i=1
Peldak a X jel hasznalatara
Tovabbi példaként kiilondsebb magyarazat nélkiil felirunk néhany 6sszeget. A formulak
onmagukért beszelnek:
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Di=1+2+3+4+5,
i=1

4
F=2" 4344
=2
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5
Z 2:i-1)=143+5+7+9

m
DP=U 42+ 4w
i=1

Ki kell emelniink két elfajulo esetet. Mi torténik ugyanis, ha a végérték nem nagyobb a kezd
értéknél? A egyenlség esete még konnyen magyarazhato, példaul:

1
Za,;
i=1

Itt ugyanis vettiik az i valtozo els értékét (i = 1), majd képeztik a -et, €s ezzel el is értiik a

végértéket. Igy azutan minddsszesen "egy szamot kell 6sszeadnunk". Elég természetesnek tnik,
hogy ilyen esetben azt mondjuk: egy darab szam 0sszege maga a szam.

1

Kissé furcsabb helyzetet teremt az olyan formula értélmezése, mint pl. Za ;- Itt ugyanis a

i=2
kezdérték nagyobb, mint a végérték, tehat "nulla darab szamot kell 6sszadnunk". Nos ilyenkor
ugy jarunk el, hogy megegyezés szerint az iires osszeget (vagyis nulla darab szam G6sszegét)
nullanak teklntjuk Tehat azt mondjuk, hogy megegyezés szerint

m

ha m < k, akkor ZaiZO.
i=k

Most térjlink ra a teljes indukcio tételének hasznalatara és oldjuk meg a kovetkez feladatot:

6.3.2. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

n

> (2i-1)=n*.0

i=1

Legyen a T'(n) tulajdonsag az kovetkez

T(n) == "Az els n paratlan szam 0sszege egyenl n’tel".

Mit kér szamon tliink a teljes indukcio tételének els feltétele? Elsként annak ellenrzését,
hogy T'(1) teljesiil-e. Masszoval, igaz-e, hogy

"Az els 1 paratlan szam Osszege egyenl 1%nel"?

Ennek ellenrzése nem nehéz feladat. Az els 1 paratlan szam Osszege egytagl 6sszeg, amelynek
egyetlen tagja 1. Tehat



1
Doi-1=1.
i=1

Masrészt
1°=1.

A jobb oldalak egyenlsége maga utan vonja a bal oldalak egyenlségét. Ez pedig azt mutatja,
hogy a T'tulajdonsag 1-re teljesiil, tehat kielégiti a teljes indukci6 tételének els feltételét.

A masodik feltétel mar kicsit nehezebb ligy. Itt egy kovetkeztetés helyességét kell belatnunk. Azt
kell megmutatni, hogy abbol a feltételezésbl, hogy T'(n) teljesiil, kdvetkezik az, hogy T'(n + 1)
is teljesiil. Mas szavakkal, ha feltessziik, hogy T teljesiil az n természetes szamra, akkor meg kell
tudnunk mutatni, hogy 7'a rdkovetkez természetes szamra, vagyis (n + 1)-re is teljesiil.

Nos lassuk! Tegyiik fel, hogy T teljesiil n-re, tehat hogy

"Az els n paratlan szam Gsszege egyenl n*-tel".

Ezt a feltételt indukcios feltevésnek nevezziik. Meg kell mutatnunk, hogy az indukcios feltevés
mellett 7'teljesiil n + 1-re is, vagyis hogy

"Az els n + 1 paratlan szam Gsszege egyenl (n + l)z-tel".

Hogy keletkezett a bizonyitando allitas az indukcios feltevébl? Ugy, hogy benne az n dsszes
elfordulésa helyébe (n + 1)-et helyettesitettiink. Ezek utan lassunk neki a szamolgatasnak!!

n+1

z 2-i-1= #' “az els n + 1 paratlan szdm Osszegét

i=1
megkapjuk, ha vessziik az els n 0sszegét és hozzaadunk (n + 1)-ediket

n
=Z (2:i-1) +2-(n+1)-1= # az indukcios feltevés és 0sszevonas

i=1
= +2n+1= # két tag négyzete
= (n+1)°

¢s éppen ez az, amit meg kellett mutatnunk.

A teljes indukcios bizonyitdsoknak azonban nem keritiink mindig ekkora feneket. Nem vezetjiik
be kiilon a T'(n) tulajdonsagot, hiszen az magabdl a bizonyitand6 allitasbol nyilvanvalé médon
lathato. Ennek megfelelen a 7'(1) igaz voltanak vizsgalata helyett egyszeren megnézziik, hogy
a bizonyitindé allitas n = 1-re teljesiil-e. Mint latni fogjuk, ez az esetek tobbségében eléggé
nyilvanvalo lesz.

Az indukci6s feltevést is egyszerbben kezeljiik. Azt mondjuk: "tegyiik fel, hogy a bizonyitand6
allitas teljesiil az n természetes szamra". Majd ezt a feltételezést felhasznalva megmutatjuk, hogy
a bizonyitando6 allitas akkor is teljesiil, ha benne » minden elforduldsa helyébe (n + 1)-et irunk.
Ezzel a 1épéssel elvégezziik a teljes indukcid tétele masodik feltételének ellenrzését. Ezt az
eljarast szokas n szerinti teljes indukcionak nevezni.

Tovabbi példak teljesindukcids bizonyitasokra

6.3.3. Feladat



Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

n

Yo ( n-(n2+ 1) )Z.D

i=1
1. Lépés. Ellenrizziik az allitast n = 1-re.

2
1-(1+1)

1
Az allitas bal oldalan =1 esetén 213 =1, mig jobb oldala n =1 esetén ( > j =1. Tehat
i=1

az allitas n = 1-re igaz.

2. Lépés. Indukciods feltevés: tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil az n természetes szamra. Meg kell
mutatnunk, hogy az indukcids feltevés teljesiilése esetén az allitas akkor is teljesiil, ha benne »
minden elforduldsa helyébe n + 1-t helyettesitiink. Tehat megmutatandé a

n+1

2132( (n+1)2-(n+2) )2

i=1

egyenlség. Lassuk a szamolast!
n+1

Z = #' n + 1 tagu 6sszeget megkapjuk, ha vessziik az
i=1
els n szam Osszegét és hozzaadjuk az (n + 1)-ediket

n

=Zi3 + (n+ 1)3 = #" ‘az indukcios feltevés
i=1
2
=(%+1)) +(n+1) = # (n+1)2 kiemelhet
2
=(n+1)2-(7 +n+1) = # k0z0s nevezre hozas
2
=(n+1)2-(” +44”+4)= 4t +dn+4=(n+2)

Ezzel az indukcios bizonyitast befejeztiik.

Gyakran taldlkozunk olyan allitdsokkal, amelyek az 0sszes természetes szdmra ugyan nem
teljesiilnek, am a kivételek szama véges. Ebben az esetben az mondhat6 el, hogy taldlhat6 olyan k&
természetes szam amitl kezdve az allitds mar minden természetes szamra teljesiil. Az allitasok
bizonyitasa soran gy jarunk el, hogy a teljes indukcio els 1épését nem n = 1-re, hanem n = k-ra
hajtjuk végre, majd az indukci6é masodik 1épését valtozatlan formaban végezziik el.

6.3.4. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 4 természetes szamra

2" <m0



1. Lépés. Az allitast n = 4-re teljesiil, mert2" =16 < 24 =41,

2. Lépés. Indukcios feltevés: tegyiik fel, hogy allitasunk teljesiil az n természetes szamra. Ekkor

PAREES # hatvanyozas azonossaga
=2-2" < # indukcids feltevés miatt a szorzat n, ha 2" helyébe n!-t
irunk
<2n< # n > 4 miatt noveljiik a szorzatot, ha 2 helyett (n + 1)-et
irunk

<(n+1)n'=n+1)!
| Ezzel belattuk, hogy az allitas (n + 1)-re is teljesiil.

¥ Har omszdgszamok

A régi gorogok jatékos elmék voltak. Szerettek szamokkal jatszani és szerették a szamokat
kavicsokkal kirakni. Annyi kavicsot vettek, amilyen szammal jatszani szerettek volna €s a
kavicsokat kiilonboz alakzatokba helyezték el. Eszrevették, hogy bizonyos szdmok esetén a
kavicsok haromszdg alakzatba rendezhetk. Azokat szamokat, melyekre ez a tulajdonsag teljesiil
haromszogszamoknak nevezziik. Az abra alapjan mondhatjuk, hogy 1, 3, 6, és 10
haromszogszamok.

1 2 3 4

T,=1 T,=3 T,=6 T,=10

Ezek az alakzatok sok érdekes megfigyelésre adnak alkalmat. Elsként fedezziik fel a kapcsolatot
a hdromszogszamok ¢és baloldali szomszédjuk kozott! Vegyiik észre, hogy a haromszog szdm
baloldali szomszédja feltnik az alakzat fels felén és kiegésziil egy 0j sorral . Ebben a sorban
pontosan annyi elem van amennyi a vizsgalt alakzat sorszadma. Tehat a masodik hdromszdgszam
ugy keletkezik az elsbl, hogy ahhoz kettt adunk. A harmadik a masodikbdl ugy, hogy a
masodikhoz harmat adunk, és igy tovéabb.

T,=T,+2,T,=T,+3, ..

Altaldnosan

T

1=+ (n+1)

Ez az egyenlség a T} = | egyenseggel egyiitt az 6sszes haromszogszamot, vagyis minden n-re
T -et meghatarozza. Ezt a teljes indukcio tétele biztositja. Ugyanis 7, meghatérozott, érteke 1. Ha

pedig 7, -t mar ismerjuk, akkor abbol mar 7, , |-et megkapjuk ugy, hogy értékéhezn + 1-et adunk.
7



Igy tehat ez a két egyenlség valoban alkalmas a hdromszogszamok definialasara.

V¥ 6.4.1. Definicié
1.T,=1

2.T

wi1=-L,+(n+1)

A T, szamot a n-edik haromszogszamnak nevezzik.

Ez a definici6 a haromszog szdmokat rekurziv ("visszafut6") modon definidlja. Az (n + 1)-edik
haromszog szdm meghatdrozasahoz ugyanis felhasznalja az n-edik haromszog szamot.

A rekurziv definici6 alapjanz n-edik haromszogszam kiszdmitdsa megkoveteli az Gsszes t
megelz haromszogszam kiszamitasat. Nézziik meg példaként, hogy szamithatjuk ki a 4.
haromszogszamot. Az els haromszdgszamtol indulunk, errl tudjuk, hogy 1, majd ebbl
elallitjuk a masodikat, majd a harmadikat, és a negyediket.

=1, # a rekurziv definici6 1. pontja
T,=T,+2=1+2=3, # a rekurziv definici6 2. pontja
,=T,+3=3+3=6, # a rekurziv definici6 2. pontja
I,=T,+4=6+4=10. # a rekurziv definici6 2. pontja

A kézi szamolasi sémat az aldbbiakban mutatjuk be.

Inicializéalas Végrehajtas
n=4 n=4
k T, k T,
1 1 1 1
2 2 3
3 3 6
4 4 10
Az els oszlopba felvessziik az 1, 2, 3 és 4 =10
szamokat. A masodik oszlop els soraba 1-et

irunk, ez az els hiromszog szam. A mésodik oszlop cellait feliilrl lefelé

haladva toltjiik ki. Az aktudlis cella tartalmat
ugy kapjuk, hogy a felette 1év és a mellete
1év cella tartalmat 6sszadjuk.

Vegyiik észre, hogy a 4. haromszog szdm meghatarozéasa soran minden Iépésben csak az utoljara
kiszamolt haromszdgszamra van sziikségiink. Ez persze nem meglep a rekurziv definicid
ismeretében. Mégis ez az észrevétel vezet el benniinket a haromszdgszamokat elallito



algoritmus megfogalmazasahoz.

V¥ 6.4.2. Algoritmus: Haromszégszamok

Szoveges leiras Maple metakod

1. Input: n természetes szam Input: n természetes szam7_:= 1

2. AT kezd értéke legyen 1 (lazels for i from 2 ton_do

haromszogszam) _T=T+i:

3. Aivaltoz6 2, 3, ..., n értékére hajtsuk végre a od

kovetkez utasitasokat Qutput: T azn-edik
LegyenT:=T+1i (azyj haromszogszam

haromszogszam az elzbl ihozzaadasaval

keletkezik)

4. Qutput: T az n-edik haromszog szam

V¥ 6.4.2.3. Maple implementaci6

=> restart;

[> with(ant):

Az mszogszam eljaras els paramétere azt mondja meg, hogy hdromszog-, négyszog-, stb
| szam pedig azt irja el, hogy ezek sorozatabol hanyadikra vagyunk kivancsiak.

> nszobgszam 3, 5);

Ha masodik paraméterként intervallumot adunk, akkor az mszogszam eljaras kilistdzza
| mindazokat az m-sz6gszamokat, amelyek indexe a megadott intervallunba esik.

> nmezogszan(3, 10, 1ist);

| > mszogszan(3, 6,ini,cal);

A rekurziv definiciojuk ismeretében konnyen bizonyithatjuk a haromszdgszamok kiilonboz
tulajdonsagait. Példaul figyeljiil meg, hogy mi torténik, ha két szomszaddos haromszogszamot
Osszeadunk.

T,+T,=1+3=4=2°

2
T,+T,=3+6=9=3

szamot illetve szamokat akarunk létrehozni. A masodik paraméterként megadott természetes

15 (1.4.3.1)

1,3,6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55 (1.4.3.2)

Mindkét esetben egy szam négyzetéhez jutunk. Vajon megmarad-e ez a szabalyossag altalanosan

1s? A valaszt a kovetkez tétel adja.



6.4.3. Tétel

Minden n természetes szamra

Bizonyitas
Teljes indukcioval bizonyitunk. Az 4llitas, mint lattuk, n = 1-re teljesiil. Eddig rendben. Tegyiik
fel, hogy allitasunk teljesiil az n természetes szamra. Meg kell mutatnunk, hogy

T . +T, = (n+2)"

n n

Hasznaljuk fel a haromszogszamokat definial6 rekurziv formulat, és alkalmazzuk azt mind 7, | -
re, mind pedig 7, , ,-re.

r, +T,.,= # T, =T, +(n+1)és
Tyyr=T, y+(n+2)

=T, +(n+1)+T  ,+(n+2)= # indukcios feltevés és 0sszevonas
=(n+1 )2 +2n+3= # négyzetre emelés elvégzése

= +2n+1+2n+3= # Osszevonas

=0’ +4n+4= #

=(n+2)*

Ezzel az indukcios bizonyitast befejeztiik.

Ha azok a haromszdgszamok, amelyek haromszog alakzatba rendezhetk, akkor a négyzetszamok
azok, amelyek négyzet alakzatba rendezhetk, mondtak a régi gorogok.

1 2 3 4

S =1 S,=4 S,=9 S,=16

A négyzetszamok is sz€ép szabalyos kapcsolatban vannak baloldali szomszédjukkal. Figyeljiik
meg példaul, hogy a S, bal als6 sarkaban feltnik a harmadik négyzetszam, ami kiegésziil egy L

alaku alakzattal, melynek soraban 4, oszlopaban pedig 3 =4- 1 elem van. Igy mindosszesen
4+ (4-1)=2-4-1 elemmel bviil S, az S;-hoz képest. Ez az észrevétel elvezet benniinket a

crer
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V 6.4.4. Definicio

1.§,=1
2.8, =S, +(2n+1)

A'S, szamot a n-edik négyzetszamnak nevezziik.

Szemmel lathatd, hogy minden négyzetszam valamely szam négyzete, pontosabban minden n-re
2 . L , , , , , ,
S, =n", ami azt fejezi ki szemléletesen, hogy a négyzetszamok nem csak azért négyzetszamok,

mert négyzet alakzatba rendezhetk, hanem azért is, mert egyenlk valamely természetes szam
négyzetével, vagyis masodik hatvanyaval. Az alllitas teljes indukcids bizonyitasat az olvasora
bizzuk.

A négyzet alakzatban elhelyezett elemek egy vonallal ketté¢ vaghatok a négyzet fatloja mentén.
Ez a vonal a négyzet szdmot két haromszogszamra osztja, mégpedig oly modon, hogy az egyik
haromszdgszam sorszdma megegyezik a vizsgalt négyzetszam sorszamaval, a masiké pedig
eggyel kisebb.

S,=T,+T, S,=T,+T, S=Ty+T,

Geometriai szemléletiink alapjan nem kételkediink abban, hogy minden n természetes szamra
érvényes a kovetkez 0sszefliggés

S

n+1:T

n+1+Tn'

Nagyon azonban ne lepdjlink meg felfedezéslinkén, ugyanis ez nem mas mint a 2.11 tétel.
Példak

A kovetkez utasitassorozat kisérletezésre ad alkalmat. Ha az n := 7 utasitasban a 7 helyébe mas-
mas természetes szamot irunk, majd Enter-t iitiink, akkor a Maple az adott index
haromszdgszamhoz adja hozza a rakovetkezt, majd kiszamitja ugyanilyen index
négyzetszamot. Hajtsuk végre annyi kisérletet, ami meggyz benniinket a haromszdgszamok és
négyzetszamok fenti 6sszefliggéseérl!

> n:=7:
11



cat(n, . haronszdgszam )=nsz6gszam 3, n);

cat (n+1, . haronmszdgszam )=nszogszam 3, n+l);
9%

cat (n+l, . négyzetszodgszam )=nszdgszam 4, n+1);

V Tokéletes szamok

Els eladasunkon a tokéletes szamok koziil megimerkedtiink a 6-tal és a 28-cal. Emlékeztetiil, a
tokéletes szamok azok, amelyek megegyeznek a tliikk kiilonboz osztdik 6szegével. Felirva az
els 20 haromszogszamot

1, 3,6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210
azonnal szembe tnik, hogy mind a 6, mind a 28 szerepel a haromszdgszamok sorozatiban.

Célszer lenne megnézni tovabbi tokéletes szamokat is! A harmadik paros tokéletes szam a 496.
Lassuk, hogy haromszog szam-e? Kezdjiik probalkozassal!. Azt mar lattuk, hogy a 20-adik
haromszogszam kisebb, mint 496. Vegyiik a 40-ediket. Ha ez mar nagyobb, akkor vegyiink kisebb
sorszamu haromszogszamokat. Elbb-utobb ratalaluk a megoldasra, 75, =496.

|:> wi th(ant):

> nezbgszam 3, 7);
28 (1.5.1)

Ezen fellelkesiilve nézziink meg még egy tokéletes szamot, a §128-at. Ugyanis ez a 496 utani els
paros tokéletes szam, paratlant meg nem ismeriink. Ha elvégeztiik a kisérletet, akkor
megkaphattuk, hogy a 8128 nem mas, mint a 127-dik haromszogszam.

Ennyi egybeesés mar nem lehet véletlen Valoban megmutathato, hogy minden paros tokéletes
szdm egyben haromszogszam is. Hat nem szép ez, kérem? A tokéletességet a szamok alkoto
részeinek Osszerakdsabol a haromszogszamokat pedig a szamok egy geometriai tulajdonsadgabol
kiindulva vezettiik be. Es mi deriil ki? Hogy a kett szoros kapcsolatban van egymassal, a
tokéletesség maga utan vonja a hdromszogséget! Hogy ebbl a pithagoreusok milyen
kovetketetést vonnanak le az emberi tarsadalom kiilonboz teriileteire vonatkozoan, annak
megsejtésére most nem vallalkozunk.

VY Ellenr z kér dések

1. Soroljuk fel a Peano axiomakat. Kiilon figyeljlink az 6tédikre!
2. Hogy definialhat6 a természetes szdmok rendezése a Peano aximak alapjan?
3. Soroljuk fela < ésa < relaciok tulajdonsagait. Mit jelent a tranzitivitas? Es a trichotomia?

4. Mondjuk ki a teljes indukcio tételét! (Legaldbb haromszor egymas utan!)
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5. A gyakorlatban hany 1épésbl all a teljes indukcids bizonyitas végrehajtasa?
6. Mi a teljes indukcids bizonyitas els 1épése?

7. Mit neveziink indukcids feltevésnek? Es a masodik?

n
8. Irjuk le szavakkal, hogy mit révidit a Zai formula.
i=1

crer

c ey

11. A haromszogszamokat elallitd kézi szamolo tabla segitségével szamitsuk ki a 7.
haromszdgszamot!

12. Ismertessiik a haromszogszamokat elallitd algoritmust. Vessiik ezt 6ssze a szamolo tablan
elvégzend mveletekkel!
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